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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå {Xn}n⩾1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ
è îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì.
Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 3.13, ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ Sn = o(n) ï. í.
è, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íåëüçÿ óòâåðæäàòü ÷òî-ëèáî
áîëüøåå. Íî åñëè íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí Xn, òî, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü î÷åíü
òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïðè âåñüìà îáùèõ óñëîâèÿõ.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
Xn = O(bn) ï. í., ãäå {bn}n⩾1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 ñîáûòèÿ {|Xn| ⩾ Cbn} ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðîèñõîäÿò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Ìû íà÷í¼ì èçó÷åíèå çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà ñ ðàññìîòðåíèÿ
ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ � ñèììåòðè÷íîé ñõåìû Áåðíóëëè:
P(Xn = −1) = P(Xn = 1) = 1/2.
Ýòî âïîëíå åñòåñòâåííî; òåì áîëåå, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò
èñòîðè÷åñêîìó õîäó èññëåäîâàíèé. Ðàííèå ðåçóëüòàòû òàêîâû.

Â 1913 ã. Ô. Õàóñäîðô ïîêàçàë, ÷òî Sn = O(n1/2+ε) ï. í. äëÿ âñåõ
ε > 0.

Â 1914 ã. Ã. Õàðäè è Äæ. Ëèòòëâóä äîêàçàëè áîëåå ñèëüíîå
óòâåðæäåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îòíîøåíèå
|Sn|/

√
n lnn îñòà¼òñÿ îãðàíè÷åííûì:

Sn = O(
√
n lnn) ï. í.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Â 1922 ã. Ã. Øòåéíãàóç óòî÷íèë ðåçóëüòàò Õàðäè è Ëèòòëâóäà, ïîêàçàâ,
÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

lim sup
n→∞

Sn√
2n lnn

⩽ 1.

Â 1923 ã. À. ß. Õèí÷èí ïîëó÷èë äëÿ ðîñòà ñóìì Sn îöåíêó

Sn = O(
√
n ln lnn) ï. í.,

à â 1924 ã. èì æå áûë ïîëó÷åí îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò � çàêîí

ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà:

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

= 1 ï. í.

Â 1929 ã. À. Í. Êîëìîãîðîâ îáîáùèë ðåçóëüòàò Õèí÷èíà íà øèðîêèé
êëàññ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Ìû èçëîæèì ýòè ðåçóëüòàòû â èõ èñòîðè÷åñêîì ïîðÿäêå, îäíàêî íå
áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèøü ñëó÷àåì ñõåìû Áåðíóëëè.

Ëåììà 5.1 (îöåíêà Õàóñäîðôà)

Ïóñòü E|X1|m < ∞ äëÿ âñåõ m ⩾ 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

Sn = O(n1/2+ε) ï. í.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü δ > 0. Ïîêàæåì, ÷òî
∞∑
n=1

P(|Sn| ⩾ δn1/2+ε) < ∞. Òîãäà â ñèëó

ëåììû Áîðåëÿ � Êàíòåëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñîáûòèÿ {|Sn| ⩾ δn1/2+ε}
ïðîèñõîäÿò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
Ïóñòü k � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó
Ìàðêîâà (1.2)

P(|Sn| ⩾ δn1/2+ε) ⩽
ES2k

n

δ2knk+2kε
.

Äàëåå, èç ñëåäñòâèÿ 2.7 ïîëó÷àåì îöåíêó

E|Sn|2k ⩽ C(k)nk−1
n∑

j=1

E|Xj |2k = C(k)nkE|X1|2k.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàêèì îáðàçîì,

∞∑
n=1

P(|Sn| ⩾ δn1/2+ε) ⩽
∞∑
n=1

C(k)nkE|X1|2k

δ2knkn2kε
= C̃(k)

∞∑
n=1

1

n2kε
< ∞,

åñëè 2kε > 1. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü k
òàê, ÷òî 2kε > 1, òî îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Óëó÷øåíèÿ îöåíêè Õàóñäîðôà òðåáóþò áîëåå òî÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ
âåðîÿòíîñòåé P(|Sn| ⩾ x). Â ïðèâåä¼ííîì âûøå äîêàçàòåëüñòâå ìû
èñïîëüçîâàëè E|Sn|k ïðè ðàñòóùåì k. Ýòîò ïðîöåññ åñòåñòâåííî
ïðèâîäèò ê çàìåíå ñòåïåííîé ôóíêöèè íà ýêñïîíåíòó. Â �1 ãëàâû 2 ìû
ïîëó÷èëè, â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî Õ¼ôôäèíãà äëÿ îãðàíè÷åííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.2 (îöåíêà Õàðäè � Ëèòòëâóäà)

Ïóñòü |Xn| ⩽ C ï. í. Òîãäà Sn = O(
√
n lnn) ï. í.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
∞∑
n=1

P(|Sn| ⩾ δ

√
n lnn) < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî

δ > 0.
Òàê êàê EXn = 0, òî èç íåðàâåíñòâà (2.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x > 0

P(|Sn| ⩾ x) ⩽ 2e−x2/2nC2
.

Ïîëîæèì x = δ

√
n lnn. Òîãäà

P(|Sn| ⩾ δ

√
n lnn) ⩽ 2e−δ

2n lnn/2nC2
= 2n−δ

2/2C2
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè δ
2 > 2C2, òî

∞∑
n=1

P(|Sn| ⩾ δ

√
n lnn) ⩽ 2

∞∑
n=1

n−δ
2/2C2

< ∞.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Ïîïûòêà ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå çà ñ÷¼ò ïîëó÷åíèÿ åù¼ ëó÷øåé âåðõíåé
îöåíêè, ÷åì (2.1), îáðå÷åíà íà ïðîâàë, òàê êàê ýòà îöåíêà áëèçêà ê
îêîí÷àòåëüíîé. Ñëåäóþùèé øàã óäà¼òñÿ ñäåëàòü, ëèøü îñîçíàâ, ÷òî
ñîáûòèÿ âèäà {Sn ⩾ δ

√
n lnn} ñèëüíî çàâèñèìû, òàê ÷òî ñóììà èõ

âåðîÿòíîñòåé, êàê áû õîðîøî îíè íè áûëè îöåíåíû, íå ìîæåò ñëóæèòü
ðóêîâîäñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ èëè âåðõíåãî
ïðåäåëà. ×òîáû îáîéòè ýòî ïðåïÿòñòâèå, ìû ñîáåð¼ì ýòè ñîáûòèÿ â
áîëüøèå ãðóïïû, òàê ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ � Êàíòåëëè
äîñòàòî÷íî áóäåò óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü íåêîòîðîãî ïîäðÿäà èç
âåðîÿòíîñòåé.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Èòàê, ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïîñêîëüêó
äîêàçàòåëüñòâî çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äîâîëüíî ñëîæíî,
ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûìè.

Òåîðåìà 5.2

Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå

ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

= 1 ï. í. (5.2)
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= 1 ï. í. (5.3)

Ïðèìåíÿÿ (5.3) ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì {−Xn}n⩾1, ïîëó÷àåì:

lim inf
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= −1 ï. í. (5.4)

Òîãäà èç (5.3) è (5.4) ñëåäóåò (5.2).
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîëîæèì a(n) = (2n ln lnn)1/2, n ⩾ 3. Ïîêàæåì, ÷òî

P

(
lim sup
n→∞

Sn

a(n)
⩽ 1

)
= 1. (5.5)

Óòâåðæäåíèå (5.5) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

Sn ⩽ (1 + ε)a(n) ï. í.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ε > 0. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk = [(1 + ε)k] (ãðóáî
ãîâîðÿ, ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ). Îáîçíà÷èì òàêæå

Ak = {Sn ⩾ (1 + ε)a(n) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ (nk, nk+1]},

è ïóñòü

A = {ñîáûòèÿ Ak ïðîèñõîäÿò áåñêîíå÷íî ÷àñòî } =

= {Sn ⩾ (1 + ε)a(n) äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5.5) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî P(A) = 0.
Äîêàæåì, ÷òî

∑
k⩾1

P(Ak) < ∞. Òîãäà ïî ëåììå Áîðåëÿ � Êàíòåëëè

áóäåì èìåòü P(A) = 0.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xn}n⩾1 èìåþò
ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî Sn/

√
n òàêæå èìååò

ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî
íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà (1.4) íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó

P(Sn/
√
n ⩾ x) ⩽ e−x2/2.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ëåâè (2.25), ïîëó÷àåì:

P(Ak) ⩽ P(Sn ⩾ (1 + ε)a(nk) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ (nk, nk+1)] =

= P( max
nk<n⩽nk+1

Sn ⩾ (1 + ε)a(nk)) ⩽

⩽ P
(

max
1⩽n⩽nk+1

Sn ⩾ (1 + ε)a(nk)
)
⩽

⩽ 2P(Snk+1
⩾ (1 + ε)a(nk)) ⩽ 2 exp{−(1 + ε)2a2(nk)/2nk+1} ⩽

⩽ C1e
−(1+ε) ln lnnk ⩽ C2e

−(1+ε) ln k = C2k
−(1+ε)

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, ãäå C1 è C2 � íåêîòîðûå
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Íî

∑
k⩾1

k−(1+ε) < ∞, ïîýòîìó∑
k⩾1

P(Ak) < ∞. Èòàê, ñîîòíîøåíèå (5.5) äîêàçàíî.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî

P

(
lim sup
n→∞

Sn

a(n)
⩾ 1

)
= 1, (5.6)

÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãèõ n

Sn ⩾ (1− ε)a(n) ï. í.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Âûáåðåì N > 1 íàñòîëüêî áîëüøèì è γ, 0 < γ < 1, òàê, ÷òîáû

γ

√
1− 1/N − 2/

√
N > 1− ε.

Ïîëîæèì nk = Nk, ∆nk = nk − nk−1 è ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå
ñîáûòèÿ

Ak = {Snk
− Snk−1

⩾ γa(∆nk)}.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X
èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà äëÿ âñåõ x > 0

P(X ⩾ x) =

+∞∫
x

e−t2/2

√
2π

dt >

+∞∫
x

e−t2/2

√
2π

(
1− 3

t4

)
dt =

e−x2/2

√
2π

(
1

x
− 1

x3

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè x >
√
2, òî

P(X ⩾ x) >
e−x2/2

2x
√
2π

.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, ïîëó÷àåì:

P(Ak) = P

(
Snk

− Snk−1√
∆nk

⩾ γ
a(∆nk)√

∆nk

)
⩾ C1

e−γ
2 ln ln∆nk

(ln ln∆nk)1/2
⩾

⩾ C2
e−γ

2 ln k

√
ln k

=
C2

kγ2
√
ln k

,

òàê ÷òî
∑
k⩾1

P(Ak) = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû Áîðåëÿ �

Êàíòåëëè, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k

Snk
− Snk−1

⩾ γa(∆nk).
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Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðèìåíèì äîêàçàííîå ñîîòíîøåíèå (5.5) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{−Xn}n⩾1. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ n, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü
ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, −Sn ⩽ 2a(n) ï. í. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ k

Snk−1
⩾ −2a(nk−1) ï. í.

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k

Snk
⩾ Snk−1

+ γa(∆nk) ⩾ −2a(nk−1) + γa(∆nk) ⩾

⩾ (−2/
√
N + γ

√
1− 1/N)a(nk) ⩾ (1− ε)a(nk),

÷òî è äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå (5.6).
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